Les différentielles
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Ce document de mathématiques a été rédigé par Didier VERHILLE.

La notion de différentielle, fondamentale en sciences, est plus difficile a
assimiler que les dérivées partielles, mais elle est plus naturelle.

x Ax
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Pour illustrer la notion de différentielle, supposons une surface carrée S de

P : : 2 z
cotés x . Quelle est la variation de la surface s(x)=x’ d’un carré quand son
cdété augmente de Ax 2

z N P 2 N .
La surface du carré de cOtés x étant S(x%:x , a l'accroissement Ax de la

variable x va correspondre un accroissement AS de la fonction S(x) d'ou
Si x?x+Ax , alors S->S+AS=(x+Ax)

= AS = (x+Ax) =X = xX’+2xAx+(Ax)—x* = 2xAx+(Ax)
La différentielle dS(x) de la surface est dS(x) = 2xAx

Nous avons AS—dS::(AxféO quand Ax-0 , géométriquement, cette différence
représente 1’aire du carré de coété Ax



1 Différentielle d’'une fonction en un point

Rappelons que les formes linéaires sur un ouvert U de R’ sont des
L:U~>R

(uy Uy, u5)> Luy,uy, uy)

des constantes réelles.

applications telles que [(uhubuﬁzalm+0ﬂh+aﬂg ou 4a,,a,,a, sont

f:U>R
(x,y,2)>f(x,y,2)
partie ouverte U de R’ est différentiable en AJ:{nyQzQEIJ , s’il existe une
application linéaire continue L:U=2R et une application ¢:U=2IR telles que

On dit que une fonction réelle continiment dérivable dans une

Y (x,y,z)eU, f(x,y,z)=f(M)+L(x—x,,y—Yyo,y —Yo)+(|x—Xo|+ly—yol+|z—2zo|) € (x— %0, Y= Y0, y— ¥0)
* lim €<X—X0,y—y0,y—y0)=0

(x,y,2)>M

Si une telle application L existe alors elle est unique. On appelle L 1la
différentielle de f au point M , et on la note df(M)

La forme linéaires de la différentielle se note

(M) a0, ) > Ly ,0) = 2 ()t ST ) S (1) = (0 (00)) )

Exemple

Soit la fonction f(x,y,z)=x’+2xy+yz contintiment dérivable dans R’ tout entier.

of

of _ of _ of _
aX(x,y,z)-—2x+2y , ay(x,y,z)-—2x+z , aZ(x,y,z)-—y

si M=(x,y,z)=(1,32) alors 2—£(M):8 , %(M):4 , %(M):3

Ainsi, la différentielle au point M(1,3,2) est (df(M))(u,,u,,u;)=8u,+4u,+3u,
Cas général

Soit le point M=(xyy,z,)€EU et posons x=x,+h, y=y,+k, z=z,+I

Géométriquement, pour de petites wvariations h,k,I du point M de coordonnées
M:(XO’yO’ZO)EU , on a

f(xo+h,yo+k,zo+1)—f(M)=(df (M)(h,k,I))+(|h|+|k|+|l|)o(1) quand  lim (h,k,I1)=0

(h,k,1)»(0,0,0)

O(D est la notation Landau qui signifie une quantité tendant vers 0. C’est un
terme d’erreur souvent noté pour wune variable o(h) ou g(h) . La fonction
h>e(h) a pour limite 0 quand h tend vers 0.

Autrement dit, 1"accroissement de la fonction f , pour de petits
accroissements de h,k,] du point M de coordonnées A4:{xayazael] , est égale en
premiére approximation a la wvaleur de la différentielle pour les petits
accroissements (h,k,I)

Ainsi, les différentielles permettent de calculer rapidement de petits
accroissements avec une bonne approximation.



Tout ce qui précede s’étend facilement aux fonctions d’un nombre quelconque de
variables.

Différentielle dans le cas d’une fonction d’une wvariable

Pente : f'(x) = ?
X

flxo 4+ h) — f(xg)

Pent
ente h

Thixp + h)

Courbe y=fi{x)

f(xq)

(df(x0)) (h) + [h|e(1)

df(x)

Ay df(x) f(xo+h)— fxo)
'%zf“”=7§' me Tdx

f(xy+h) a h = Filxo) =
XA+

° Ay = f(xg + h) — f(x0) = (df (x0))(h) + o(1)[h|
Ay~ Aysih—0

Ay, cest la différentielle de f Ay, c'est I'accroissement de f

. f:R2R

x> f(x)

U de R et x, un point de U , alors f(x,+h)—f(x,)=(df(x,))(h)+|hlo(1)

Soi une fonction réelle continlment dérivable dans une partie ouverte

Le symbole o(1) signifie une quantité tendant vers 0.

En particulier, pour une fonction d’une seule wvariable, on a 1’écriture

df (x
df (x)=f'(x)dx d’ou la notation —%&l adoptée pour les dérivées d’une seule
X
variable. Mais, si f(x,y) est une fonction de deux variables en x et y ,
df (x
1’écriture de i; ) n’est plus valable, <c¢’est pourquoi on introduit les
X
symboles Off et Gl
0x oy

Définition des notations Landau
fgo(g) : on dit que f est négligeable devant g ou que f est un o(g) au
f

voisinage d’un réel a si, au voisinage de o, le quotient — admet la limite

0 en ce point et on écrit f(x) = o(g(x)) ou feo(g)
Une notation comme o(1) signifie une quantité tendant vers 0

f~g : on dit que deux fonctions f et g définies dans un voisinage de X,
(fini ou non) sont équivalentes au voisinage X, , s'il existe une fonction h
telle que f(x)=g(x)[1+h(x)] avec limh(x)=0 . On peut également dire que le rapport

X=X,
tim (F&))=1
XX, g (X)
Rappel : plan tangent au graphe

Pour une fonction de deux variables f(x,y)=0 (c’est & dire y=f(x) ), on se
rappelle que 1’équation générale de 1la tangente a la courbe au point

(auy=f(x) est (x=x) Shl, yohly=10) S (0 1) =0



(2L (x5, 7,)

D’ ou (y—yo) = (x—xo) 3 = (x—xo)f'(xo)
f

Ainsi, la tangente au point (x,¥o=f(x,)) est : y=f(xo)+(x—xo)f (xo)

Pour une fonction de trois variables f(x,y,z)=0 ( c’est & dire z=f(x,y) ), c’est
presque pareil gque pour une fonction de deux variables, 1’équation du plan
tangent au point (X, Yo,z =f(x,y)) est

(X_Xo)%(XO’YO>+(y_yo)%(xwyo)"'(z_zo)%()(o’)’o) =0

Interprétation géométrique de la différentielle

Defterentielle
° de la fonction

Accroisemement
de la fonction

soit [UCR®»R
(x,y)>f(x,y)
dérivable dans une partie ouverte U de R’

une fonction réelle f(x,y) de deux variables continfment

Soit la surface S qui est le graphe de la fonction f(x,y)

Soit my=(xe,y,) un point de U et M,=(x,,Y0,f(x0,¥y)) le point correspondant sur la
surface S

I1 existe un plan H tangent a la surface S en Aﬂﬁixohwhf(xmyoﬁ ayant pour

) . 0 0
equation z=f (x, Yo+ (x=x0) 5L x0, 30+ (=10} 5L (x0,0)

Soit m:Lm+hhm+k) un point de U . Il lui correspond un point P sur le plan
H dont la cote z est donnée par :

2=F (x0, yo 1t (x—x0) 2L (x5, yo)+(y—yo) 2L (x4, o)

ox oy
= Z:f<xo:YO)"'(XO"'h_Xo)S_)C(Xo’YO>+(Yo+k_YO)%(X0’YO)
& 2= Flx0 o+ (1) 2L (x4, 50400 2L (3, )

o 2= f(x,y0)=(0) L ixy, yo)+ (k)

Ainsi, la valeur de la différentielle df(x,,y,) pour de petites variations
Uuk) est 1l’accroissement de la cbte sur le plan H quand on donne a (&byﬁ les
accroissements (h,k)



Comme les surfaces S et H sont proches, on peut dire que la différentielle
df (x,,y,) est une bonne approximation de 1’accroissement de la fonction.

2 Différentielle d’une fonction

.Ip3
soit [R'2R e fonction réelle contintiment dérivable dans une partie ouverte

M-=f(M)

U de R’ L’application df:M-=df(M) associe & chaque point M de U une forme
linéaire sur R Cette application s’appelle la différentielle de f et se
note df
Cette différentielle n'existe pas toujours, et une fonction possédant une
différentielle en un point est dite différentiable en ce point.

Dans 1l'approche de Leibniz, la différentielle d'une fonction est son
accrolissement infinitésimal, qui s'écrit comme une combinaison des
accroissements infinitésimaux des différentes wvariables. Ainsi pour une
fonction f des variables (x,y,z) , son accroissement infinitésimal df
s'exprime sous la forme df(x,y,z)za—fdx+a—fdy+a—fdz

0 x oy 0z
Pour une seule variable, la différentielle df s’exprime sous la forme
df (x)=f'(x)dx

3 Différentielles des fonctions usuelles

dx dx
d(lnx)=— d(e*)=e*dx d(thx)=
(Inx) X (€) chx
d(a")=a"Inadx d(x*)=a x* 'dx d(argshx)= dzx
\/x +1
) . _dx
d(cos x)=—sin x dx d (sin x) =cos x dx d(argchx)—\/ T
X_
. dx
d(tgx)= d)g d (arcsinx )= - d(argthx)= dxz
Cos” X 1—Xx 1—Xx
—dx dx
d(arccos x)= - d(arctg x )=—= d(xy)=ydx+xdy
\/l—x 1+x
X dx—xd
d(chx)=shxdx d(shx)=chxdx d(—)Zy 5 -
y y
d(x+y)=dx+dy
Soient f et g deux fonctions de plusieurs variables de classe C' . On a

également les opérations suivantes sur les différentielles de fonction

d(fg)=gdf+fdg - d<§>=Lf"g d(Af)=rdf - d(f+g)=df+dg

g
d(f“)=af'“Vdf - d(e')=e'df - d(cosf)=—sinfdf - d(sinf)=cosfdf

Par définition, la différentielle d’une constante est nulle ( df(cst)=0 ).



4 Fonctions stationnaires

Pour une fonction d’une variable réelle, un point stationnaire est un point de
son graphe ou sa dérivée s’annule. Cela se traduit par un point ou la fonction
arréte de croitre ou de décroitre. Ce sont les points ou les droites tangentes
sont paralleles a l'axe des abscisses x. La nature de 1l’extremum, minimum ou
maximum dépend de la dérivée seconde si elle existe.

Pour une fonction de plusieurs variables réelles, un point stationnaire ou
critique est un point ou le gradient s'annule. Ce sont les points ou le plan
tangent est parallele au plan xOy . La nature de 1l’extremum est alors donnée
par les dérivées partielles secondes. La premiere partie de la recherche d’un
extremum consiste donc a trouver les points d’annulation des dérivées
partielles premieres. Une fois ces points trouvés, 1l faut en déterminer 1la
nature. Un point ou les dérivées partielles premieéres s’annulent n’est pas
nécessairement un extremum. Pour distinguer de tels extrema, il est nécessaire
de considérer la dérivée seconde. Un tel point est appelé point stationnaire.

Les points stationnaires

f(x,y) = x> +y? Les deux dérivées de la fonction sont
partielles s'annulent marquées par des ronds
of en (0,0) alors (0,0) d P
— = 2x st un extremun. verts. Dans ce cas, ce
ox Le plan tangent P sont des extrema locaux.
of est paralélle
3_y =2y a I'axe xOy. _._
P
| ——
Définition d’une fonction stationnaire
- f:R*>R : S - -
Soit : une fonction continliment dérivable dans une partie ouverte
(x,y)>f(x,y)
U de R* . Soit (xg, un point de U . Les conditions suivantes sont
0> Yo
équivalentes
of of
. —(x =—(x =0
ax( O’y()) ay( O’yO)

° df ((xo,y0))=0

* Le plan tangent en (xmymf(&”yﬁ) au graphe de f est paralléle a xOy
Lorsqu’il en est ainsi, on dit que f est stationnaire en (xmyﬁ

Exemple

Soit la fonction f(x,y)=ax’+by’ ou a,b sont des constantes non nulles.

Les dérivées partielles de f(x,y) sont : g—£=2ax et %=2ay
Au point (0,0), %(0,0)22—;(0,0):1‘(0,0):0 et df((0,0))=0

Ainsi, le plan tangent en (Oﬁ,fULO» au graphe f(x,y) est parallele a xOy . Donc
la fonction f(x,y) est stationnaire en (0,0)
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Si a>0 et b>0 , V(x,y), f(x,y)>0 , la fonction f(x,y) admet un minimum en (0,0)
Si a<0 et b<0 , V(x,y), f(x,y)<O , la fonction f(x,y) admet un maximum en (0,0)

Si a>0 et b<0 , f(x,y)zax2+by2=(\/Ex+\/—7by)(\/ax—\/—_by)

Alors, f(x,y)=0e y:i(\/\/_ib x):i(\/_ib)x

Ainsi, le signe de la fonction f(x,y) dépend de la position du point (x,y) par
. a
rapport aux droites yZi(\/—b)x

Pour illustrer cet exemple par un graphe, prenons le cas ou a=1 et b=-1 ,
alors y==%x

f(x,y) = ax* + by’

f(x) <0
y
y=-X y=X
f(x)>0 5 X f(x)>0
f(x) <0

a>0eth>0
f(x,y) = +y*

?

a>0eth<0
f(x,y) =x* —y°

. &

-

a<0Oetbh<0
f(x,y) = —x* —y?

5 Qu’est-ce qu’une fonction de classe C1 ?

Fonction d'une wvariable réelle

Soit f une fonction définie sur un intervalle U de R . On dit que f est de
classe C' si f est dérivable sur U , et f' est continue sur U

On dit que f est de classe C* si toutes les dérivées de f jusqu'a 1l'ordre k
existent sur U , et si la dérivée d’'ordre k , f(k) , est continu sur U
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Les fonctions wusuelles telles que les polynbmes, les exponentielles, les
logarithmes, les fonctions trigonométriques,...sont de classe C° sur leur
domaine de définition.

Fonction de plusieurs variables réelles

Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R" . On dit que f est de

classe C' si toutes les dérivées partielles de f existent et sont continues

sur U

Pour les fonctions différentiables : soit f une fonction définie sur un ouvert
U de R" . f est de classe C' sur U si et seulement si [ est différentiable

sur U et si l'application df:x=df(x) est continue.
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